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RESUMEN

El Sistema Viga-esfera es un sistema donde
la posicién de una esfera sobre una viga es
controlada por su inclinacién. Es usado en la
ensefianza de sistemas de control dindmico en
las universidades. El presente articulo se enfoca
en los calculos analiticos del disefio de sistemas
de control. En un primer momento se enfoca en
la obtencidon de la funcién de transferencia, las
limitaciones mecanicas que se presenta en su
implementacion, el disefio y sintonizacién del
compensador  Proporcional-Integral-Derivativo
(PID) usando el software MATLAB (Laboratorio
Matematico), los elementos empleados (sensor,
actuador-servomotor y  microcontrolador-
ARDUINO) y finalmente la implementacion del
programa en el microcontrolador.

Palabras clave: Compensador Proporcional
Integral Derivativo (PID). Sistema de control.
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ABSTRACT

The Beam-Sphere system is a system in which the
position of a sphere on a beam is controlled by his
inclination. It is used in the teaching of dynamic
control systems in universities. The present article
focuses on the analytical calculations in the design
of control systems. First, it focuses on obtaining
the transfer function, the mechanical limitations
that are presented in the implementation, the
design and tuning of the Proportional-Integral-

Derivative (PID) compensator using MATLAB, the
elements used (sensor, actuator-servomotor,
and microcontroller-ARDUINO), and finaly
the implementation of the program in the
microcontroller.

Keywords: Proportional Integral Derivative (PID)
compensator. Control System. Transfer function.
Beam System-sphere.

INTRODUCCION

La ingenieria —en general— busca comprender y
controlar los materiales y fuerzas de la naturaleza
en beneficio de la humanidad. La ingenieria
de control se interesa en el conocimiento y
control de un sistema, con el fin de proporcionar
productos econdmicos Utiles para la sociedad.
Para poder controlarlo mas efectivamente se
precisa entenderlo y modelarlo; entiéndase este
ultimo término como una ecuacién matematica.
El desafio actual es trabajar estos sistemas
complejos como roboticos y de automatizacion
industrial.

Los fundamentos de la ingenieria de control
son la realimentacion y el andlisis de sistemas
lineales; no esta limitada a ninguna disciplina en
la ingenieria.

La interconexion de componentes que forman una
configuracion para proporcionar una respuesta
deseada es denominada sistema de control. Un
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sistema de control en lazo cerrado usa un sensor para la medicién de la salida (realimentacién) para
luego ser comparada con la sefial de referencia.
Sus componentes son: Dispositivo de control, Actuador, Proceso y Sensor, como se muestra en la figura

N°1.
r '
Entrada de : o
la salida L gelssgsggo 3 Actuador $  Proceso *"'"i’l
deseada 0 Selida
Referencia " ] feal
pr—
l Sensor & e
Salida medida Realimentacion
N—

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

1. Dispositivo de control: componente encargado de gestionartodo el sistema de control. El elemento
usado en el Sistema Viga-esfera es un microcontrolador inmerso en la placa ARDUINO UNO, donde
fue grabado el PID.

2. Actuador: es todo el mecanismo para el accionamiento del proceso. El actuador es un servomotor
en este caso.

3. Proceso: sistema por controlar, también denominado planta, que en este caso es la esfera que se
desplaza en la viga.

4. Sensor: elemento de medicién de la salida real, usandose en este sistema un sensor de medicidn
de distancia infrarrojo.

5. Compensador PID: es popular por su robusto comportamiento en un rango amplio de condiciones
de operacién y su simplicidad funcional. Estd determinado por tres parametros: ganancia
proporcional (mayor rapidez de respuesta), ganancia integral (disminuye el error en estado
estacionario) y ganancia derivativa (disminuye oscilaciones en la respuesta del sistema). Por lo
explicado, se usa como gestor de control.

El sistema presentado controla la posicidn de la esfera en la viga, realizando un movimiento angular en
esta Ultima; de esta forma, se muestra la aplicacién de la teoria basica de sistemas de control dindmico.

Previo al disefio del sistema de control, se debe obtener la funcidn de transferencia de la planta. Para
este fin, se realiza el modelamiento matematico del Sistema Viga-esfera y—posteriormente— el angulo
minimo de inclinacién de la viga para el inicio del movimiento de la esfera.

a. Modelo matematico del Sistema Viga-esfera

Para obtener el modelo matematico se recurre a las ecuaciones cinéticas de Lagrange, esto debido a la
complejidad que presenta la mecanica clasica de Newton. El sistema presenta dos cantidades fisicas:
la posicién de la esfera y el dngulo de inclinacion de la viga (figura N°2). El sistema de control estd
centrado solamente en la esfera. por lo tanto. la ecuacion de energia cinética es:

1 1
EC=§m'V;'C2 +§]e'wez (1)
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Figura N°2. Diagrama de cuerpo libre de la esfera

m: masa de la esfera
Je: Momento de inercia de la esfera
R: Radio de ia esfera

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017
La relacion de la velocidad lineal y angular es:
V. =w,'R

Reemplazando estalltima en la ecuacion (1), se
obtiene:

1
Eo=5(m+ 25 %2 @)

Ahora la energia potencial de la esfera es:
U, = —mg-sina-x (3)

El valor negativo se debe a la diferencia de altura
final e inicial.

Reemplazando (2) y (3) en la funcion de Lagrange:
L= By =,

Je
RZ

1
L= 2(m+ ) V.2 +mg-sina-x(4)
Usando las ecuaciones cinéticas de Lagrange,
sélo para la esfera se tiene:

d(aL) E)L -
dt \av, ax
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dZ

dtzx—mg sin@ = 0 (5)

(m+ )

Uno de los términos de la ecuacion diferencial (5)
no es lineal: «sina»; se linealiza la funcion (Serie
de Taylor) en el punto de equilibrio de a_0=0%

i & = =— Sl | gy, " (& =

eT Q)

sina = cos 0° (a — 0°)

Z)< a<( ) (6)

Se reemplaza esta aproximacion en la ecuacién
diferencial (5):

sing =« Para(

Jo \ @
(m+ﬁ_2> qEX Mg a=0(7)

La viga es rotada por medio de un actuador
(servomotor), cuyo angulo « es diferente al
angulo de la viga«, como se muestra en la figura
73,

Figura N°3. Diagrama de relacién de angulos de la
viga y el actuador

af ==

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

La relacion entre estos dos angulos y sus
respectivos brazos se asemeja a un tren de
engranajes. Usando las ecuaciones de trenes de
engranajes se obtiene:

Fad

d
7§

.9 (8)
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Ahora, esta Ultima ecuacion (8) se reemplaza en la
ecuacion diferencial (7):

Joy @ d
(n+ %) gezx —mo -0 =00

Se utiliza la transformada de Laplace para obtener
la funcion de transferencia:

(m+ ZE—) 's2X(s)-mg % 8(s} =0

R?
B = .% (10)
6(5) (m + %_2). SZ

El momento de inercia de la esfera es:

5 - R?

=—m:

478

Reemplazando en la ecuacién de la funcién
de transferencia (10), se obtiene la funcion de

transferencia del Sistema Viga-esfera:

X(s) 5 gd 1

)7 L 2

b. Angulo de inclinacion minimo para el inicio
de movimiento.B

Se necesita conocer el angulo minimo para que la
esfera puede empezar a desplazarse; para esto, se
calcula el angulo minimo de inclinaciin,«B».

Figura N°4. Diagrama de cuerpo libre de las fuerzas
actuantes en la esfera cuando la viga esta inclinada

Calculando el peso con respecto al nuevo eje de
coordenadas (ver figura N°4), se tiene:

W, =mg -sin g (12)
W, =mg-cosf (13)

Por la segunda Ley de Newton (ver figura N°3):

Y E=W,—fi=m-a, (14)
ZTZ :fs'sze'az (15)

Se necesita calcular la friccion del sistema, para
eso se remplaza la ecuacion (15) y (12) en la
ecuacion (14):

5 aZ
mg-mn[?—]e-?:m-ax (16)

Como:

2 2
]e=§-m-R

a, =R-a,
Reemplazando en la ecuacion (16)
aZ

2
mg-sinﬁ—g-m-Rz-f-——m-R-az

59 .
. 'R sin 8
Y la friccion es igual a:

i =;-mg-sin/j’ (17)

Ahora las fuerzas en eje «y»:

N=W,,

Obteniendo la ecuacidn de la friccion:

fs = s N = s -mg - cos  (18)
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Ambas ecuaciones (17) y (18) deben ser iguales,
de esa forma se obtiene el angulo minimo de
inclinacion en funcién del coeficiente de friccion
estatica, que esta definido su valor por el tipo de
material de superficie de la viga:

2
7-mg-sin,8=us-mg-cosﬁ

#S 7 tanﬂ

B = tan™ (; 45) (19)

Donde p_: coeficiente de friccion estatica y [
angulo de inclinacion minima para el inicio de
movimiento.

Disefio del Compensador Proporcional Integral
Derivativo (PID)

En primer lugar, se necesita conocer la funcién
de transferencia de la planta, ecuacion (11); esta
ecuacion muestra la dependencia del sistema
con la construccion fisica del sistema, para eso
se realiza las medidas correspondientes (como se
muestra en la figura N°5).

Figura N°5. Dimensiones reales del 5istema Viga-
esfera

d=1.7{cm]

Fuente: Elaboracién propia, diciembre 2017

Con base a los materiales, tanto en la superficie
de la viga como en el material de la esfera (Goma),
reemplazando en la ecuacion (11) se obtiene la
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funcion de transferencia del sistema:

X(s) 052
6(s) ~ sz

Los requerimientos de disefo deseado son:

« Tiempo de estabilidad menor acinco segundos
» Un sobre impulso menor al 5 %

Introduciendo estos datos en MATLAB, usando
la funcion rltool (ver figura N°6), abrimos la
ventana de disefo Simple entrada simple salida
(SISO) propio de MATLAB para el diseno de
compensadores, con previa introduccion del
sistema a compensar.

Figura 6. Codigo escrito en la ventana de trabajo de
MATLAB

>> num=0.52;
>> den={i 0 0];
>> sys=tf(num,

den)
sys =

0.52

a2

Continucus-time transfer function.

>> rltool(sys)

Fuente: Elaboracidn propia, diciembre 2017

Introduciendo los requerimientos de diseno, se
obtiene la grafica de la regidon de polos deseada
(area de color blanco) mostrada en la figura N°7.

Ahora, la ecuacion del compensador PID es:

s? + % s+ II{(—I
G.=Kp+—+Kp-s=Kp 2 D (20)
Usando una funcion alternativa:
2
s“+b, -s+b
Ge=K.-—— " (21)
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K K
Donde: KC - KD, b1 — 'Ii; bo = 'I?;_

Figura N°7. Herramienta de disefio de compensadores de MATLAB

— ——— -
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Fuente: Elaboracién propia, diciembre 2017

La ecuacidn (21) sugiere asignar dos ceros reales y un polo en el origen (ver figura N°8). Esta asignacion
es arbitraria, la Unica condicion es que los polos dominantes (cuadrados pequefios de color fucsia que
aparecen) estén dentro la region de polos deseados

Figura N°8. Asignacion de dos ceros y un polo en el origen

I S50 Design for SEO Design Tak T

File Edit View Design Analysis  Tools

Window  Help

[[]xo ¥ &S

LRGN

Root Locus EdiorforOpen Loop HOLT)
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o

15 <0955

4 3 2 4 [} 7
RealAxis \

Loopgein changedso 17.6.

Fuente: Elaboracién propia, diciembre 2017
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Una vez conseguido el diseiio, se muestra en el editor de compensador (ver figura N°9) la funcién del
compensador disefiado. Usando esta funcién, se compara con la ecuacion (21):

(s + 2.06)(s + 0.413)

6. =176 -
s? 4+ 2.473s + 0.413
8, =196
s
s2+b 's+b
s 1S 0

K. = 17.6; b, = 2.473; by = 0.413

Se obtiene:
KD = 17.6, KP = 43.5, KI = 727

Figura N°9. Funcidn de transferencia del compensador disefiado

r \ "
W Control and Estimation Tooks Manager =y
- 1
File Edit Help
GRl=9 ¢ i
4 Workspace Aschitecture, Compensator Editor | Graphicat Tuning l Analysis Plots | Automated Tuning
#) S80Design Task I
Zi E Design Histary Cermpensator
(s + 206) (s + 0.413)
@ v = 17530 x
5
PoleZero
Bynarmics £dit Selected Dynamics
Type tocation  Damping  Frequency
Real Zero  -206 I 206

Resl Zere 013 0413

locaton O

Right-thick 1o add or delete poles/zeros

~Swariie| [t=atabe] [on]

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

Usando ahora SIMULINK-MATLAB para sintonizar el compensador PID, se arma el diagrama de bloques
mostrado en la figura N°10. La configuracion del compensador semuestra en la figura N°11, la respuesta
del sistema se muestra en la figura N°12.
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Figura N°10. Diagrama de bloques del sistema de control modelado en SIMULINK - MATLAB
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I Scope
i

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

La figura N°11 nos muestra que cumple el tiempo de estabilidad, pero no asi su sobre impulso; para
este fin se sintoniza el controlador usando TUNE, hasta que logre el requerimiento (ver figura N°12).

Figura N°11. Compensador Proporcional-Integral-Derivativo (PID) que proporciona SIMULINK-MATLAB

-

& Function Block Parameters: PID Controller &

| PD Controller '

-

This block implements continuous- and discrete-time PID control algorithms and includes advanced features such as
anti-windup, external réset, and signal tracking. You can tune the PID gains automatically using the 'Ture.. " button \
{requires Simulink Control Design).

Controller: FJ{]D_ '* Form: | P& él -
e = | SRS

Time domain:

j| © Continuous-time

|| © piscrete-tme

| Main | PID Advanced | Data Types | State Attributes
i Controller parameters

Proparhenal (P): 43.5 = Compensator formula

Integral (I): .27
| Derivative (0): 17.6 Pol bl D N

F il

| Fiiter coefficient (N): 100 1+ N .
: [ Ture... |

Initial conditions
| Source: [internal =
|- = —— = :
' [ ok [ conca ][ welp | appi

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017
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Figura 12. Respuesta del sistema de control ante una entrada escalon unitario
Scope L':’_IEM
20 Qi ORRDaS ”

15 ; - :

05 H---

0 i : '
m @8 1 18 3

Tme offset: 0

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

Figura N°13. Sintonizacion proporcionada por MATLAB-SIMULIK
(los valores de la sintonizacién son: Kp=3.53, Ki=0.17, Kd=15.4)
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Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017
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Reemplazando los valores de sintonizacion, mostrado en la figura N°14, y obteniendo la respuesta
deseada (ver figura N°15) se obtiene:

Figura N°14. Valores sintonizados reemplazados en el compensador

" %, Function Block Parameters: PID Controller = |

Time domain: -
¢ Continuous-time

Discrete-time

Main | PID Advanced | Data Types | state Attributes |
Controller parameters

Proportional (P): 3.53591971417627 S
Integral (1) 0.166740865009428
Derivative (D): 15.3756095811499

Filter coefficient (N): 20.5306665016805

Tune...

Initial conditions

Source: [internal

Integrator: O X
£ H ¥

J | oK H Cancel Help ] _ Apply

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

Figura N°15.Respuesta del sistema con los valores sintonizados
B scope ] R )
se|la~ %% D& § |

14 T T T T T T T ¥ T |

] SIRPRIS PRTRORRE T RS i b i .

oW
w
s
f=

D. L y L It ] L
il 1 2 8 4 B 3 7

Tme offset 0

e

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017
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Implementacion
Para su implementacion, se considera sensor de medicion de distancia, actuador, sistema mecanico y
el software implantado en el microcontrolador.

a. Sensor de distancia

Se usa el sensor de infrarrojo Sharp GP2YOA2 como sensor de posicion (ver figura N°16). La relacion de
voltaje y distancia no es lineal, se recurre a la tabulacién de la distancia con su respectivo ADC (Valor
digital equivalente de una sefial analdgica), segun se muestra la tabla N°1.

Figura N°16. lzquierda: Sharp GP2Y0A2

14 GP2YDA21YK
¥
— While pajwr
. IRetTective i tH )
. i
swwwe EH;]_\ [ty
- O} 1 ) TR TR LL
- 25
-
w
&l
- b
E s
El
Z
s
{t -
i I 0 el 0 () iy i <)

Disinee 1o retlectne ohpact Lo

Fuente: http://www.datasheetlib.com/datasheet/181757/gp2y0a21yk_sharp-electronics.html#datasheet,
diciembre 2017

Los datos de la tabla N°1 son introducidos en el cédigo implementado en la placa Arduino. De tal
forma que la lectura ADC del microcontrolador es comparada con esta tabla para asignarle un valor de
distancia, consiguiendo asi un error de medicién de 1 cm aproximadamente.




VOLUMEN 14 - NUMERO 42 -ISSN 2075 - 8925

Journal A

Boliviano de Ciencias Y
v

Tabla N°1. Datos de medicion: Distancia, voltaje y ADC equivalente

p—

-

5 316 647 |25 0.97 198
6 312 638 |26 0.95 194 -

i 288 589 |27 0.91 186 3
8 271 554 |28 0.88 180

9 243 497 |29 0.87 178 -
10 224 458 |30 0.85 174 )
11 205 419 |31 0.84 172 d
12 1.9 389 |32 0.82 168 -
13 174 1356 |33 0.8 164 J
14 157 [321 |34 0.78 160 .
15 152 |31 |35 0.62 197

16 139 284 |36 0.6 123

17 135 276 |37 0.58 119 -
18 128 262 |38 056 115 o
19 126 258 |39 0.54 10 >
20 122|250 |40 052 106 )
21 118 |241 |41 05 102 D
o 1.11 27 |4 0.48 98

23 108 221 |43 0.2 41 N

24 1.03 211 -

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

b. Actuador
Como actuador, se usa el servomotor Tower Pro MG995 mostrado en la figura N°17.
Figura N°17. Servomotor MG995 -
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Debido a la demora que tiene el actuador con respecto a la llegada al valor de angulo deseado (cuando
es mayor a 60°), se discretiza los angulos segtn la tabla N°2, permitiendo una pronta respuesta en su
accionar.

Tabla N°2. Angulos discretizados para mejorar la respuesta

| Angulo(°)

0 30 {6080 [90 1100 [120 150 |180 |

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

El angulo maximo de inclinacion de la viga en el sistema implementado es aproximadamente 5,8°
verificando si este angulo es suficiente para el inicio de movimiento de la esfera sobre la viga, se procede
al calculo de angulo minimo de inclinacidn, ecuacién (19). La superficie de la viga es recubierta de
cinta adhesiva de poliéster, por lo tanto, su coeficiente de friccion estatica es de 0,025 (ver figura N°18).

Figura N°18. Tabla de coeficiente de friccion estatica

Static Coefficient of Friction at 23°C

Materiat Avg s/ Sg? i 12
Polyethylene, 0.18 0.018 0.066 0.050 0.186
{M3)
Polyethylene, 0.19 0.027 0.135 0.077 0.383
(M4) :
Polyester, 0.20 0.009 0.037 0.025 0.104
(M7)
Polyester, 070 0.066 0.094 0.186 0.265
(M2)

Fuente: Standard Test Method for Static and Kinetic Coefficients of Friction of Plastic Film and Sheeting en
http://psatape.com.tw/astm/d1894.pdf, diciembre 2017

Con este valor se calcula el angulo minimo de inclinacién, usando la ecuacién (19)
7
B = tan™ (i' 0.025) =50

Lo cual es menor al angulo de inclinacién maxima de la viga.

5% & 5.8°

c. Software
Se usa el Arduino Uno como sistema de control (figura N°19), en donde se implementa el algoritmo
PID:

PID = Kp xe(n) + K xe(n) + I, + Kp = [e(n) —e(n —1)]

Salida= Termino Proporcional+ Termino Integral+ Termino Diferencial
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Donde: /
K,: Constante Proporcional .
K: Constante Integral -
|- Valor previo del termino integral (muestreo (n-1)-esimo) o

K,: Constante Diferencial
e(n): Valor de error actual
e(n-1): Valor de error previo

Figura 19. Arduino Uno R3 -

Fuente:https://www.farnell.com/datasheets/1682209.pdf, diciembre 2017

El programa implementado en la placa Arduino se inicia con las constantes del compensador PID
previamente calculado (ver figura N°20). Se define los vectores de posicion, su correspondiente valor
ADC (tabla N°1) y los angulos predefinidos (tabla N°2), otras variables que ayudaran en el calculo det
PID. Se mide la distancia y se calcula el error, con esto se calcula la parte integral del PID; una vez
completado se evalua si el valor estda comprendido entre los limites del actuador (0° y 180°), se mueve
el actuador y continla con este ciclo hasta llegar al valor de referencia.

Figura N°20. Diagrama de flujo del programa usado en la placa Arduino -
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Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017
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Se procede a la prueba, donde se obtienen las siguientes respuestas capturadas por el IDE Arduino -
Serial Plotter, mostrados en las figuras N°21, 22 y 23.

d. Sistema mecanico

Las piezas del sistema mecanico fueron disefiadas e implementadas con laimpresora 3D, proporcionada
por la Facultad de Informatica y Electrénica de la Universidad Privada del Valle (ver figuras N°22,23y -
24).

Figura N°21. Respuesta del sistema, tiempo de estabilidad de aproximadamente seis segundos
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Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017

Figura N°22. Segunda respuesta del sistema, tiempo de respuesta de aproximadamente dos segundos sin
presentar sobreimpulso
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Figura N°23. Tercera respuesta del sistema con tiempo de estabilidad de aproximadamente cuatro segundos
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Figura N°24. Piezas disefiadas e implementadas en la impresora 3D

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017 d
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~  CONCLUSIONES

“  El modelo matematico calculado en el proceso cumple un papel fundamental en el disefio del
compensador; con esto se puede predecir el comportamiento del sistema para adecuarlo a nuestro

. requerimiento.

El sensor cumple una gran importancia en el disefio de un sistema de control; una falla en el sensor
causa una inestabilidad en el sistema, pues particularmente el sensor infrarrojo usado necesita un
filtro analdgico y digital para disminuir a un minimo los picos presentados en su lectura.

En los resultados se muestra que la respuesta esperada es cercana a la real, esto gracias a las
herramientas de sintonia proporcionadas por SIMULINK- MATLAB.

En la figura N°21 se muestra la respuesta en la primera prueba, presentando una sobreamortiguada
con una ligera oscilacion que es estabilizada en seis segundos.

En la figura N°22, que es la segunda prueba del sistema, su respuesta es criticamente amortiguado, sin
presentar sobre impulso, con una estabilidad cercana a los dos segundos de tiempo de estabilidad.

En la figura N°23, siendo la tercera prueba presenta una respuesta sobre amortiguada, con una
oscilacion corta, mostrando una respuesta cercana a los cuatro segundos.

Figura N°25. Elementos usados en la implementacion Figura N°26. Vistas panordmicas del sistema en
del Sistema Viga-esfera funcionamiento

Fuente: Elaboracion propia, diciembre 2017 Fuente: Elaboracién propia, diciembre 2017
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