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RESUMEN

El presente documento muestra paso a paso el
procedimiento que se debe seguir para obtener
el modelo dindmico de un robot de cuatro grados
de libertad. Esto se logré con la ayuda de una
herramienta matemética muy importante: las
Ecuaciones de Movimiento de Lagrange. Una
vez obtenidas las ecuaciones que gobiernan
el movimiento del robot, se realizaron las
simulaciones del modelo matematico obtenido
con ayuda del software Matlab-Simulink; asi
mismo, se obtuvieron las gréaficas de la trayectoria
del extremo del robot para diversos torques
aplicados a cada una de sus articulaciones.
El disefio CAD del robot se realiz6 utilizando
el software SolidWorks, esto para obtener las
propiedades fisicas de los eslabones como masas,
centros de masay momentos de inercia.

Palabras clave: Modelado matematico.
Simulacién. Robot de cuatro grados de libertad.
Robdética.

ABSTRACT

This document shows step by step the procedure
to find the dynamic model of a robot with four
degrees of freedom; this was achieved with the
help of an important mathematical tool: The
Lagrange equations of motion. After finding the
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equations that govern the motion of the robot, the
simulations of the obtained mathematical model
were performed by using the Matlab-Simulink
software, ali this to graph the trajectory of the last
robot link introducing different input parameters
(torque) to the joints. The CAD design of the robot
were performed by usingthe SolidWorks software,
this to find the physical properties of the robot
links like mass, center of mass and moments of
inertia.

Keywords: Mathematical modeling. Simulation.
Robot with four degreesof freedom. Robaotics.

INTRODUCCION

Los robots manipuladores son sistemas
mecanicos articulados formados por eslabones
conectados entre si a través de uniones y
articulaciones (las cuales son basicamente de
dos tipos: rotacionales y traslacionales). Cada
una se controla independientemente a través
de un accionador, que es ubicado generalmente
en dicha unién, y el movimiento de las uniones
produce el movimiento relativo de los eslabones.

Por otro lado, también resulta de gran interés
(sobre todo desde un punto de vista practico) la
determinacion de la posicién y orientacion del
dispositivo terminal del robot, puesto que este
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dispositivo terminal realiza la tarea encomendada EI modelo dinamico del robot se desarrolla
(tal como abrir o cerrar una garra, aplicar una teniendo como referencia la disposicion de los
soldadura, etc.) Dicho estado se expresa en eslabones que se muestran en la figura NOl.
términos del marco de referencia coordenado

cartesiano (x,y,z) situado generalmente en la base Figura N°I. Vista del robot MBauEd en tres
del robot. dimensiones

z
El modelo cinemético directo consiste en hallar

un modelo matematico de las coordenadas
cartesianas (x,y,z) y que estas estén en funcion
de las coordenadas articulares (g:,qzgs,. ). Su
obtencién es metddica (aunque laboriosa) y en
el caso de robots con escaso grado de libertad

involucra sencillas expresiones trigonométricas. /
El modelo cinematico inverso consiste justamente N

en la relacién inversa del modelo cinematico K
directo: hallar una relacion matematica de las

coordenadas articulares (qw,q 2'g3' ... ,q J y que estas
estén en funcién de las coordenadas cartesianas

(x.y,2). ol

Las ecuaciones dindmicas de un robot
manipulador pueden obtenerse a partir de
las ecuaciones de movimiento de Newton. El Fuente: Elaboracién propia, 2018
inconveniente que presenta este método es que

el analisis se complica notablemente cuando  FiguraN% Vistadel robot MBauEd en el plano "wz"
aumenta el numero de articulaciones del robot.
En estos casos, es conveniente emplear las
ecuaciones de movimiento de Lagrange (Kelly y
Victor, 2003).

Obtener el modelo dindmico es muy importante,
debido a que los manipuladores robdticas de hoy
requieren de este modelo para poder aplicarles
diversas leyes de control, dependiendo de la
tarea a realizar.

DESARROLLO

El procedimiento que se debe adoptar es el
siguiente: primero considerar el estudio de la
orientacion y disposicion de cada uno de los
eslabones y luego determinar matematicamente
el comportamiento de cada uno (en especial el \
del efector final). A continuacioén, se describe todo == S
este procedimiento.

Modelo dinamico Fuente: Elaboracion propia, 2018

zl
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Figura N°3. Vista del robot MBauEden el plano "xy" y el eje auxiliar "w"

Fuente: Elaboracién propia, 2018

Las figuras N°2 y N°3 muestran la disposicion de los eslabones en los planos "xy" y "wz".

Por lo tanto, las coordenadas del centro de masa para el Eslabon N°1 segun las figuras N°l, N°2 y N°3
son:

X1=20
YI=0 (1)
Z1 =171

De igual manera, los centros de masa del Eslabon N°2 son:

x2=lc2 cos(81) sen(82) @

Yz =le; sen(81) sen(8z)

z2 = z1 + lc2 cos(82)
De forma andloga, los centros de masa para el Eslabdn N°3 son:

x3 = l2 cos(81) sen(82 + lIcs cos(/'.\) sen(82 + 83)

ys = l2 sen(81) sen(82 + lIcs sen(81) sen(82 + 83 (3)
z3 = z1 + l2c0s(82) + Ics cos(82 + 83)
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Por Ultimo, para el Eslabon N°4 las coordenadas son:

Xa = |2 cos(81) sen(82) + Is cos(81) sen(82 + 83) + le¢ cos(81) sen(82 + 83 + 84)

Y4

I2 sen(81) sen(82) + Is sen(81) sen(82 + 83) n
+ le¢ sen(81) sen(82 + 83 + 84

z4= 71 + 12c0s(82) + I3 cos(82 + 83) + Le¢ cos(82 + 83 + 84)

Derivando (1) se tiene la velocidad para el Eslabon N°1:

X1=0
Yi=0 ©
il=0

De igual manera, derivando (2) parael Eslabon N°2 se tiene:
X'2
Y2

z'2 = -lc2 sen(82) 82

-lc2 sen(81) sen(82) 81 + Ic2 cos(81) cos(82) 8

Le;, cos(81) sen(82 8: + Ic2 sen(81) cos(82) 82 (6)

Derivando (3) para el Eslabon N°3 se tiene:

-2 sen(t\) sen(82) \+1 cos(81 cos(82 82 - Ics sen(81 sen(8: -

i3
+ Ics cos(81) cos(82 + 8s) (82 + 8s)

l2 cos(8y sen(82 81 + 12 sen(81) cos(8z 82 + Ics cos(8y sen(82 + (7)

Y3
+ Ics sen(8y cos(82 + 83) (82 + 83

23 = -2 sen(82 8 - lcssen(8: + 8y (82 + 8y

Por altimo, derivando (4) para el Eslabén N°4 se tiene:

Jda = -12sen(8y sen(8y 8: + 1 cos(8y cos(82) 82 - 13 sen(81) sen(82 + 8y 8:
+ 13 cos(8y cos(82 + 83 (82 + 8y - le; sen(81) sen(82 + 8 + 84 8
+ Ics cos(81) cos(82 + 83 + 84 (82 + 83 + 8y

Ya = 1 cos(8y sen(8y 8: + L2 sen(8l) cos(8z) 82 + I3 cos(8y sen(82 + 8y B (8)
+ 13 sen(81) cos(82 + 83) (82 + 83 + Ica cos(8y sen(82 + 8 + 84 &
+ Ic4 sen(81) cos(82 + 83 + 84) (82 + 83 + 84)

is= —l2sen(8y 82 - lasen(82 + 83 (82 + 8y - le; sen(82 + 83 + 84) (82 + 83 + 8y

La velocidad al cuadrado de cada uno de los eslabones viene dada por la siguiente expresion:

vg =Xztyztiz

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado parael Eslabén N°1 se tiene:

VI =0~ x=0yi=0:it=0 9)
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La velocidad para el Eslabén2N°2:
vz© = 2 2 2 [ 2 2(3)%2 [ 282

x2 ty2 +z22 = 2 sen 2 o1 + 2 2 (10)
La velocidad para el Eslabon N°3:
val = xa’ +va’ +7d
= 1/ senz(82) 812+ 2Llcs sen(82) sen(82 + 83 81 ° + 2kalcs cos(8s 8:(8: + 8y (IN)
+ 16/ sema(82 +83) 8/ +1/8/ +lc/ @8 + 8
De igual manera para el Eslabon N°4 se tiene:
vy? = %% +9,% + 2,
=1/ seney €+ /017 +1/(6] +e3)2 + lef(e2 + €3 + 84)2
+ 2l2ls sen(82) sen(82 + 83) 8. + 2103 cos(83) 82(82 + 83) (12)
+ 2lslca cos(84) (82 + 83)(8'2 + 83 + 84) + 2l2lcs cos(83 + 84) 82(82 + 83 + 8y
+ I3% sen?(6, + 63) 912 + 2l,1c, sen(6,) sen(0, + 05 + 0,) 912
+ 2l3lca sen(82 + 83) sen(82 + 83 + 81 8:° + le/ senz(82 + 83 + 84 81°

Determinacion de la energia cinética de los eslabones
La energia cinética de cada uno de los eslabones viene dada por la siguiente expresion:

Ki= o 24 ol
= 2w 2 it
La energia cinética asociada al Eslabén N°1:
1 .2
1

k, = 51129 - v2=0

(13)

Para el Eslabon N°2, la energia cinética:

’ 1 . 1. ;
kz = EmleZZ Sen2(92) 912 + EmleZZGZZ I 2122912 7+ Elz_xezz (14)

De igual manera, la energia cinética asociada al Eslabdn N°3 se denota como:

k3 = ~mal2 ? sen2(82) 8.% + m3lzles sen(8y sen(8z + €J 812 + malales  cos(83) 82(82 + 83
+2r]ﬁ3|ea ? sen’ (82+83)8: ? +21m3|2 ’8 +21m3IC3 2(gyegs  ° +2]|3Z81 2 (15)

1 . .
* 5139((&2 + 93)2
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Por ultimo, la energia cinética para el Eslabon N°4:

2 2 2 2 ” ) X oy
= §m4l2 sen?(8z) 81 + §m4l2 82 +§m4/3 (oo v g 4 im4/c4 Cop v gy + 1)

+ mdlB sen(82) sen(82 + 8) 812 + mil23 cos(83) 82(82 + 83)
+ miBich  cos(84) (82 + 83)(82 + 8 + 84) + mildck cos(8s + 84) 82(€2 + fi3 + €4)  (16)

1 2 2 2 )
+ sen (82 + 83) n +83 +
omaf3 81 + m4/2/C4 sen(82) sen(82 + 83 + 84) 81
2 1 2 ) 2
+ m4ldca sen(82 + 83) sen(82 + 8 + 84) 81 + ool sen(82 + 83 + 84) 81
malca

)2

1 .2 1 (. .
+ 2/4281 + zI14x 82 + 83 + 84

Por lo tanto, la energia cinética total del sistema es:

Determinacion de la energia potencial de los eslabones
La energia potencial de los eslabones viene dada por:

Ui = mighj

Por lo tanto, la energia potencial para el Eslabon N°1 seré:

Ur=0 -~ hl=¢0 (18)
Parael Eslabon N°2 se tiene:
U, = myglc, cos(8,)
(19)
De igual manera para el Eslabon N°3:
Us = msg[l2 cos(82 + Ic; cos(82 + 83) 20)
Por ultimo, la energia potencial asociada al Eslabdn N°4es:
Us = mag[l2 cos(82 + Izcos(82 + 8] + le cos(82 + 83 + 8a) (21)
La energia potencial total del sistema se describe como:
U@©) = Uz + U3 + U4
(22)
Determinacion de las ecuaciones de movimiento de Lagrange
El Lagrangiano de un robot manipulador de "n" g.d.l. se determina con la diferencia entre su energia
cinética y su energia potencial:

L(e,id) = k(e,id)- U(©) 23)
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Reemplazando (17)y (22) en (23) se tiene el Lagrangiano del sistema:

. 1 1 1 1 1
L(fJ,(J) —_1z81° +=m2c2 2senz(82)8¢ —+-mc 282 +—]12281 2 +21x87 +-m3l2 2sen2(82)87
2 2 2 2 2 2

+ m3l2IC3  sen(8z) sen(82 + 83) 8/ + m312IC3  cos(83) 8"z(82 + 83)

(

1 2 2 1 2.1 . . 1.2
+—2m31c3 sen- (82+83)8:1 ? ‘+£m312 82 +—2m3Ic3>2 82+83 +—2I3281

rLo(. )2t 2 2 2

. )2
82 + 83

+ox 82 +8  Hymdk  sen (82) 8'1 +pmile 82 +-mald
1 208, + 83 + 802 +mal2I3 sen(8z sen(82 +83) 812
4
2maica {24)

+ mal2 13 cos(83) 82 (82 + 83) + m4lI3lc4 cos(8s) (82 + 83)(82 + 8: + 84
+ miRlch cos(83 + 88) 82 (82 + 8 + 84) + ~mas Lsen? (8 + 8J 81

+ mdicd sen(82) sen(82 + 83 + 84y 81  + mallcd sen(82 + 81 sen(8: + 8 + 84) 81

¥ sen-(82 + 83 2121 (. n ' ~ 77 - m2gle2 cos(82)
2ma/C4 +84) 81 + Olus81 | 4% 82 7 83 +84

- m3gl2 cos(82) - m3glc3 cos(82 + 83) - magl2 c0s(82) - m4gl3 cos(82 + 83)
- maglca cos(82 + 83 + 84

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para un manipulador de "n" g.d.l. vienen dados por:

I (aL(~id))- aL(li)) =r (25)
dt afd afJ

De forma equivalente para cada articulacion:

I @L(~id)- aL(old) =t i=1...n (26)
dt ael aei I b

Siguiendo este procedimiento para el eslabdén N°1 se tiene:

aL(e,8)

~ e L, 0, + mylc,® sen®(6,) 6, + I,,60, + msl,* sen?(8,) 6, + 2mslylcs sen(6,) sen(8, + 65) 6,
1

@7)

+m3IC32 sen? (82 + 83) 8L + 13281 + mdlz “sen? (8Y) €l
+ 2mal23 sen(ez) sen(82 + 83) 81 + mal3 2 sen?(82 + 83) 81
+ 2méi2lca sen(82) sen(82 + 83 + 84) 81 + 2m4ldic4 sen(82 + 83) sen(82 + 8 + 84) 81

+ mdICi 2 sen2(8) + 83 + 84) el + 14281
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0

d|\Lo
dt 081

)) = 128! + maic2 212 sen(82) cos(8l) 8281 + sen?(82) 811 + 12281 + 14281
+m3 1.2 [2 sen(8z) cos(82) 8281 + sen2 (82) €~]
+2m3I2Ic3{[cos(82) 82 sen(82 + 83) + sen(82) cos(82 + 83) (82 + 83)]t\
+ sen(82) sen(82 + 83) e~}
+ milc/[2 sen(82 + 83) cos(82 + 83) (82 + 83)81 + sen2(82 + &) e~]+ 1328~
+ mal/ [2sen(82) cos(8z) 8281 + sen2 (82) e~]
+ 2mal3{[ cos(82) 82 sen(82 + 83) + sen(82) cos(82 + 83) (82 + 8J]81 (28)
+ sen(82) sen(82 + 8J é~}
+m4l/ [2sen(82 + 83) cos(82 + 83) (82 + 83)81 + sen2(82 + 83) e~]
+ 2m4l2Ic4{[cos(82) 82 sen(82 + 83+ 84)
+ sen(82) cos(82 + 83 + 84) (82 + 83 +81)]81 + sen(82) sen(82 + 83 + 84) eJ
+ 2m413Ic1{[cos(82 + 83) (e2 + 83) sen(82 + 83 + 84)
+ sen(82 + 83) cos(82 + 8 + 84) (82 + (j3 + ed)lel
+ sen(82 + 83) sen(82 + 83 + 84) e'l}
+ m4IC4 2[2 sen(82 + 83 + 84) cos(82 + 83 + 84) (82 + (I3 + (f4)el
+5en2(82 + 83 + 84) é~|
al(ef)
=0

T (29)
ae:
Las derivadas del Lagrangiano para el Eslabon N°2 son:
BLEEZ;Q) = mylc, 20, + Ipy 0, + malyles cos(63) (26, + 63) + maly*6, + myles* (6, + 65)
rix(er + &y +man % +mas X6+ iy +mae, A1+ g 4 iy {30)

+ mdla3  cos(83) (262 + é3) +mildich cos(84) (262 + 2033 + é4)

+ malsica cos(83 + 84) (262 + fi3 + é4) + uX(€2 + &3 + fis)
SOLEEE) - e %6 + g + okl L sen(8y 8: (282 +8:) + cos(8y (287 + 83V +ms12’ &

+milc/(e- +e)+ |3X(e~ te)+ mdles +mis(e- +8J +mitcser +et e")

+ mioLj- sen(83) Ffi2ff2 + 83) + cos(8y (28~ + B-)] 31)
+ m43lcs[-sen(84)  1,j(Z6z + 283 + fi4) + cos(84) (28~ + Zé~ + é~)

+ millicd[-sen(83  + 84) (f13 + f14)(282 + 118 + 84) + cos(83 + 84) (ze~ + (3 + €)]

+11x(8~ + €3 + 8)
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aL(6,0) " B ; . &
0. myle,” sen(6,) cos(0,) 6, + msl,” sen(8,) cos(8,) 6,
2
+ mibledcos(8y  sen(8: + J + sen(8y cos(8: + 83))8‘12
+ m)cs 2 sen(82 + 83 cos(82 + 83 A\ + map 2 sen(82) cos(82 (Ji2

+ mal2ls[cos(82)  sen(82 + 83) + sen(ez) cos(82 + 83))8° 12

(32)
+ mal3 2sen(82 + 83) cos(82 + 83) 81°
2
+ mallcajcos(82)  sen(82 + 83 + 84y + sen(82 cos(82 + 83 + 84))81
.2
+ malslca[cos(82  + 83) sen(82 + 83+ 84) + sen(82 + 83) cos(82 + 83 + 84)]81
2
+ macs ° sen(82 + 83 + 84) cos(82 + 83 + 84) f\°+ mzglc2  sen(82) + msgl2 sen(82)
+ m3glcs sen(82 + 83) + magl2 sen(82) + magl3 sen(82 + 83)
+ maglcs sen(82 + 83 + 84
Siguiendo el mismo procedimiento, las derivadas del Lagrangiano para el Eslabon N°3 son:
aL(e,é " S $ o I
a(e ) = 7Tl3lle3 COS(63) 62 + 77131(:32(62 + 93) + I3x(82 + 93) + 7".4132(62 + 63)
3
33
+mac/(13z + 83+ 84 + malls cos(8y 82 + malsZta cos(84) (282 + 283 + 84 ( )
+ malica cos(8s + 84 82 + I1x(82 + 83 + 8y
d (9L(6,0) e . T . Bt
i = mslyles[—sen(B3) 658, + cos(83) 65] + mslcs* (6, + 65) + ;.. (6, + 65)
3
+mal/(é- +é) +mac/ (6~ +é- +é~) + malis[-sen(8] 8382 + cos(8s & (34)
+ mablca[-sen(8,y  84(282 + Z€3 + 84) + cos(8s) (26~ + 26~ + é~)]
+ mabica[-sen(8:  + 84 (85 + 84)82 + cos(8s + 84 € + lix(é~ + 6~ + &)
aL(e, 6 . : -
—;e—) = msl,lcs sen(B,) cos(6, + 65) 612 — mzlyles sen(63) (622 + 9263)
3

2
+ m3IC3 ?sen(82 + 83) cos(82 + 83) 81" + malzI3 sen(8z) cos(82 + 83) e/
- makls  sen(83) (822 + 8:83) - mabklca sen(8s + 84 (82 2188 + 8284
z 2 2 (35)
+ m4d3 sen(8 + 83) cos(82 + 83 81 + mabklca sen(82 cos(82 + 8 + 84 81

+ maBlca[cos(82  + 83 sen(82 + 83 + 84 + sen(82 + 83 cos(82 + 83 + 84))81 ?

+ malcs 2 sen(82 + 83 + 84) cos(82 + 83 + 81 8. + msglcs sen(82 + 83)

+magll sen(8 + 8J + muglcs sen(82 + 83 + 84
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Por dltimo, las derivadas para el Eslabon N°4
i‘]L(e’i‘].)- = malcs A 8 + 8 + 84) + malslcs  cos(8s) 982 + 85) + mabllcs  cos(8s + 8y & {36)
084

+ lx(e2 + 83 + 84)

d (9L(6,6 s . . iy o g P
= <_6(9—4)) = m41c41(92 + 05 + 6,) + mylsle, [— sen(6,) 94(92 +63) + cos(8,) (62 + 93)] 37)

+ mylyley[—sen(6; + 6,) (65 + 6,)6, + cos(05 + 0,) 6,] + 1,,.(6, + 65 + 6,)

H I
a'gieetf) = —malslca  sen(84) (éz + 28283 ~H'8284 + 83Z + 8:)84

- mdlzIC4 sen(83 + 84) (62 ‘4 8283 + 8284) + mdlz[C4 sen(82) cos(8z + 83 + 84) 81z
+ mdlslc4  sen(82 + 83) cos(82 + 83 + 84) 812 {38)

+ mslc; 2sen(82 + 8 + 84) cos(82 + 83 + 84) 812 + mdglca sen(82 + 83 + 84)

Calculo del par aplicado en las articulacionesdel robot
La figura N°4muestra los pares aplicados en cada una de las articulaciones del robot.

Figura N°4, Paresaplicados en las articulaciones del robot

Z A~
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Por lo tanto, la ecuacién (25) para cada una de las articulaciones y haciendo uso de las ecuaciones
(27), (28) y (29) para -r1; las ecuaciones (30), (31) y (32) para -Iz; las ecuaciones (33), (34) y (35) para -I3;
las ecuaciones (36), (37) y (38) para -rpuede ser expresada en su forma resumida como:

s =.ll. (aL(eid))- aL(eil 39
g e 09

- = (aL(~,iJ))- aL(ei) (40)
dt  oe, aez

_d (u(e,é)) _9L(6.6) (41)

T3 = 5
3T dt\ e, 20,

_d <6L(9, 9)) _aL(6.6) (42)

Tq4 = =
L TANPY 26,

Considerando las expresiones (39), (40), (41) y (42) las ecuaciones de movimiento pueden ser descritas
de la siguiente forma:

r= Moo)e +e(o,id)iJ+g0O)  (43)

Donde:

M(O): Matrizde inercias
e(8, iJ): Matriz centrifugay de coriolis

g(0): Vectorde pares gravitacionales

Matriz de inercia: la matriz de inercia M(8) juega un papel importante, tanto en el modelado
dindmico como en el disefio de controladores para el robot, ya que se emplean algunas de sus
propiedades para el estudio de estabilidad de dichos sistemas de control de robots. La matriz de
inercia M (8) es una matriz simétrica definida positiva den X n, cuyos elementos son funciones
solamente de 8 (Kellyy Victor, 2003).

+ Matriz centrifuga y de Coriolis: la importancia de las propiedades de la matriz centrifuga y de
Coriolis C(8,ff) se hace patente en el disefio de estabilidad de los sistemas de control de robots.
La matriz centrifuga y de Coriolis C(8,ff) es una matriz den X n cuyos elementos son funciones
de 8 y 8- (Kellyy Victor, 2003).

+ Vector de pares gravitacionales:el vector de pares gravitacionales g(8) esta presente en robots
gue no han sido disefiados desde un punto de vista mecanico con compensacion de pares de
gravedad, sin contrapesos o resortes 0 para robots destinados a desplazarse fuera del plano
horizontal. El vector de pares gravitacionales g(8) de n x 1 depende solo de las posiciones
articulares 8 (Kelly y Victor, 2003).

Por lo tanto, la Ecuacion (43) puede ser expresada de la siguiente manera, tomando en cuenta cada
uno de los componentes de la matriz de inercia, la matriz centrifuga y de coriolis y el vector de pares
gravitacionales:
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fy [M11(0) Mia(0) () My, (@[] - [€a(0:0) €a(0.6) €15(0.0) Cua(0.0)1 161 g, (0)
[TZ _ | M21.(6) M2 (0) My5(0) My4(8) |62 |, [C21(6.6) C22(6.0) C25(8.0) C24(6.6) 162 , |92(0)| 44
3| ™ | M3y(0) M35(8) M33(0) M34(0)|[65|  |C51(6,8) C52(6,6) C35(0,0) C34(6,6)||65| |93(0)
T 1M41(0) My (6) Mys(0) Maa (O], 1 [, (6,6) €42(0.0) Cio(0,0) Can(6,6)116,1 194(6)

Donde los miembros de las matrices se calculan segun las ecuaciones (39), (40), (41), (42).

Simulacion del modelo dindmico

Pararealizar la simulacion del modelo matematico obtenido se empleara el programa Matlab-Simulink.
Previo a este procedimiento se debe considerar que en la Ecuacion (43) el valor de T representa la
salida obtenida y los valores M(8) 8; C(8,El) y g(8) son las entradas requeridas, pero para el objetivo
principal del documento se requiere que la entrada de datos sea Ty las salidas sean M(8) 8; C(8, El)
y g (8), es decir, determinar el comportamiento de los eslabones (S;Ely 8) del robot frente a diversos
pares aplicados Ten las articulaciones del mismo.

Realizando algunas operaciones matriciales con la Ecuacion (44) se tiene:

"My1(0) My2(0) My3(0) M14(0) 91 71 611(9'6_) 612(6’ 9) 613(9‘9.) 614(9’ 9) 6y 91(8)
My (0) My (0) My3(0) Myy(0)||62| _ |72| _|C21(6,6) €22(6.6) C23(6,6) C24(6,0) || 62| _|92(6)
M31(0) M3,(6) M33(8) M34(0) |65 73 C31(9,9) 632(9,9) C33(9,9) C34(9,9) 6, 93(0)
M41(0) Myz(0) Maz(0) Maa D16, 1 ™™ |,,(8,6) C4a(6,6) €43(8,6) Caa(0,6)116,]  194(0).

Por lo tanto, la expresién para las aceleraciones articulares, expresado en su forma matricial
corresponde a:

01]  [My1(0) M1y (0) My3(8) My, (0)7 " [A,
6| | My1(0) Mz (0) My3(0) Mps(0)| |43 (45)
05| | Ms1(0) M3p(0) M33(0) M34(0)| |24
g,]  Ma41(0) My2(0) My3(60) Mys(6) As

Donde:
112 = 11 - c11(ii - C1282 - C1383 - C1484 - 91
113 =Tz - C21é1 - C2262 - C23133 - C2484 - 92
114 =13 - C31B1 - C3282 - 3383 - C3484 - 93

115 — T4 - C4161 - C4282 - C4383 - C4484 - 94

Se debe hacer hincapié en las ecuaciones (39), (40), (41) y (42) que describen el torque necesario para
cada articulacion; asicomo cada uno de los miembros de las matrices y vectores de las expresiones (44)
y (45) estan descritas en su forma abreviada para el presente articulo debido al grado de complejidad
y extension que estos presentan, pero que efectivamente se desarrollaron de forma completa
obteniendo todas y cada una de estas expresiones y que las mismas fueron utilizadas en su integridad
para la simulacion en Matlab-Simulink
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Teniendo en cuenta esta aclaracion y que ahora cuenta con el modelo dinamico del robot de 4GDL,
se procedera a realizar las simulaciones correspondientes, el producto de simular dichas expresiones
dara como resultado los valores de posicion (81,82,8:,8 4) velocidad((\~'~" 84 y aceleracion (8)iz 8,
~)delos eslabones del robot frente adiversos torques aplicados en las articulaciones del mismo. Pero
para poder visualizar la trayectoria que sigue el extremo del robot es necesario emplear las ecuaciones

de la cinemética directa, es decir, obtener las coordenadas (X.y.z) del efector final y que estas estén en
funcion de (81,82,85,84 ).

Segun las figuras N°l, N°2 y N°3 se tiene:

~= [l2 sen(82) + I3 sen(82 + 83) + 14 sen(82 + 83 + 84y cos(8y)
y= [l2 sen(82 + I3 sen(82 + 8J + la sen(82 + 8z + 84y sen(8y)
z =21+ 12c0s(82) + I3 cos(82 + 8J + |4 cos(82 + 83+ 84)

Las propiedades fisicas de cada uno de los eslabones se muestran en latabla N°l

Tabla N°l.  Propiedades fisicas de los eslabones del robot MBauEd

mz Masadel Eslabon N°2 1,327491 [Kg]
ms Masadel Eslabon N°3 0,942169 [Kg]
ms Masa del Eslab6n N°4 0,361740 [Kg]
lz Longitud del Eslabén N°2 0,250 [m]
I3 Longitud del Eslab6n N°3 0,200 [m]
3 Longitud del Eslab6n N°4 0,100 [m]
le, Centro de masa del Eslabén N°2 0,118311[m]
Ics Centro de masa del Eslabon N°3 0,093396 [m]
le, Centro de masadel Eslabon N°4 0,028781 [m]
112 Momento de Inercia del Eslabén N°I 0,00589801 [kg*mz
lx Momento de Inercia del Eslab6n N°2 0,01256115[kg*mz)
l, Momento de Inercia del Eslabén N°2 0,01176224 [kg*mz;
l%x Momento de Inercia del Eslabdn N°3 0,01176224 [kg*mzj
I, Momento de Inercia del Eslabon N°3 0,00560616 [kg*mz
lsx Momento de Inercia del Eslabon N°4 0,00064435 [kg*mz)
14z Momento de Inercia del Eslabon N°4 0,00052016 [kg*mz

Fuente. Elaboracion propia, 2018

Los datos de latabla NI se obtuvieron del disefio en SolidWorks para cada uno de los eslabones, los
cuales se muestran en las figuras N°S, N°6, N°7 y N°8.
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Figura N°5. Eslabén N°1 del robot MBauEd
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Figura N°6. Eslabon N°2 del robot MBauEd
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Figura N°7. Eslabon N°3del robot MBauEd
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Figura N°8. Eslab6on N°4del robot MBauEd
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El diagrama de bloques disefiado en el programa Matlab-Simulink se muestra en la figura N°9; como
se puede apreciar, se tienen dos blogues: el del modelo dinamico en siy el que describe la cinemética
directa del robot. El primero tiene como entradas los valores del par aplicado en las articulaciones y

como resultado se los valores de (8. €2 8: 8, los cuales ingresan al bloque de la cinematica directa
para determinar las coordenadas (x,y,z) del extremo del robot MBauEd.

Figura N°9. Diagrama de bloques del modelo dindmico disefiado en Matlab-Simulink

6 T Thl Thl
X
Tl Goto From
To Workspace
0 12 Th2
T2 From1
Xyz y
0 T3 Th3 Th3 To Workspacel
T3 Goto2 From2
z
0 T4 Tha Tha
To Workspace2
T4 Goto3 From3
MODELO DINAMICO CINEMATICA DIRECTA

Fuente: Elaboracién propia, 2018

Simulacion N°1

Para la primera simulacién se tomaron valores de T:=5 [N.m]T.=9 [N.m]T:=8 [N.m] yTs=10 [Nm]
para un tiempo de simulacion de t=0.18 seg. La gréafica obtenida claramente debe describir una
esfera, cuyo eje de rotacion no debe permanecer fijo debido a la inercia que generan los eslabones 2 y3
(Nuruzzaman, 2005y Grays/f).

Los valores tomados para 12y 13 ayudan a que la grafica deseada tome la forma de una esfera el
mayor tempo posible antes que la inercia generada por sus eslabones desestabilice por completo
la estructura del robot. Las figuras NIO, N°ll, N°12 y N°13 muestran la trayectoria del robot para las
condiciones indicadas.

Figura N°lO. Trayectoria del robot MBauEd en el plano xy para:
Ti=5 [N.m],T:=9 [N.m]T:=8 [Nm] yT.=10 [N.m]

°

yim]
)
T

§ I

X[m]

Fuente: Elaboracién propia, 2018
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Figura N°ll. Trayectoria del robot MBauEd en el
plano xz para T:=5 [N.m]T=9 [N.m]T:=8
T4=10 [N.m]
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Fuente: Elaboracién propia, 2018

Figura N°13. Trayectoria del robot MBauEd en el
espacio para Ti=5 [Nm]T.=9 [N.m],Ts=8 [Nm]
T4=10 [N.m]
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Fuente: Elaboracion propia, 2018
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Figura N°I2. Trayectoria del robot MBauEd en el
plano yz para T:=5 [N.m]T.=9 [N.m],T:=8 [Nm] vy
T4=10 [Nm]

015

y[m]

Fuente: Elaboracion propia, 2018

Simulacion N°2

Para la segunda simulacion se tomaron valores
de 11=5 [N.m],T2=9 [N.m],Ts=8 [N.m] y T+=10
[N.m] para un tiempo de simulacién de t=0.31
seg. En este caso se deduce que -al inicio de la
simulacién- la trayectoria continla siendo una
esfera (cuyo eje de rotacion no es fijo), pero la
estructura se ird desestabilizando por la inercia
gue generan los eslabones 2dy 3 a medida que
transcurre el tiempo, formando una especie de
espiral que girara en torno a la base del robot
(cuyo eje de rotacion tampoco sera fijo). Las
figuras N°14, N°IS, N°16 y N° 7 muestran el
comportamiento de los eslabones con un mayor
tiempo de simulacion {Nuruzzaman, 2005 y Gray
s/f).
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Figura N°l4. Trayectoria del robot MBaukd en el
plano xy para T:=5 [N.m]T:=8 [N.m],T:=9 [Nm] vy

T:=10 [Nm]
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Fuente: Elaboracién propia, 2018
Figura N°I6. Trayectoria del robot MBauEd en el
plano yz para: Ti=5 [Nm],T.=8 [Nm],T:=9 [Nm] vy
T4=10 [N.m]
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Fuente. Elaboracion propia, 2018

Figura NIS. Trayectoria del robot MBauEd en el

plano xz para T:i=5 [Nm],T.=8 [N.m],T==9 [Nm] vy

“m

T4=10 [Nm]
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FiguraN°l7. Trayectoria del robot MBaukd en el
plano para: T:==5 [N.m]T.=8 [N.m]Ts=9 [Nm] vy
T74=10 [N.m]
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Fuente: Elaboracion propia, 2018
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CONCLUSIONES

El presente documento muestra paso a paso el procedimiento que se debe seguir para obtener el
modelo dindmico de un robot de cuatro grados de libertad, utilizando las ecuaciones de movimiento
de Lagrange.

La simulacién del modelo dinamico se logrd gracias al programa Matlab-Simulink, con el cual se pudo
obtener las gréficas correspondientes de la trayectoria que sigue el efector final frente a diversos pares
aplicados en las articulaciones del robot.

El modelo dinamico obtenido representa una herramienta muy importante, ya que el siguiente
paso consiste en aplicar una ley de control a modelo matematico y asi poder encomendar unatarea
especifica al robot.

Las caracteristicas fisicas de los eslabones como momentos de inercia, masas y centros de masa se
obtuvieron gracias al disefio CAD utilizando el software SolidWorks.
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