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RESUMEN

El presente documento muestra paso a paso el
procedimiento que se debe seguir para obtener
el modelo dinamico de un robat de cuatro grados
de libertad. Esto se logré con la ayuda de una
herramienta matematica muy importante: las
Ecuaciones de Movimiento de Lagrange. Una
vez obtenidas las ecuaciones que gobiernan
el movimiento del robot, se realizaron las
simulaciones del modelo matematico obtenido
con ayuda del software Matlab-Simulink; asi
mismo, se obtuvieron las gréficas de la trayectoria
del extremo del robot para diversos torques
aplicados a cada una de sus articulaciones.
El disefio CAD del robot se realizé utilizando
el software SolidWorks, esto para obtener las
propiedades fisicas de los eslabones como masas,
centros de masa y momentos de inercia.

Palabras clave: Modelado  matematico.
Simulacién. Robot de cuatro grados de libertad.
Robética.

ABSTRACT

This document shows step by step the procedure
to find the dynamic model of a robot with four
degrees of freedom; this was achieved with the
help of an important mathematical tool: The
Lagrange equations of motion. After finding the

equations that govern the motion of the robot, the
simulations of the obtained mathematical model
were performed by using the Matiab-Simulink
software, ali this to graph the trajectory of the last
robot link introducing different input parameters
(torque) to the joints. The CAD design of the robot
were performed by using the SolidWorks software,
this to find the physical properties of the robot
links like mass, center of mass and moments of
inertia.

Keywords: Mathematical modeling. Simulation.
Robot with four degrees of freedom. Robotics.

INTRODUCCION

Los robots manipuladores son sistemas
mecanicos articulados formados por eslabones
conectados entre si a través de uniones vy
articulaciones (las cuales son basicamente de
dos tipos: rotacionales y traslacionales). Cada
una se controla independientemente a través
de un accionador, que es ubicado generalmente
en dicha unidn, y €l movimiento de las uniones
produce el movimiento relativo de los eslabones.

Por otro lado, también resulta de gran interés
{sobre todo desde un punto de vista practico) la
determinacion de la posicion y orientacion del
dispositive terminal del robot, puesto que este
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dispositivo terminal realiza (a tarea encomendada
{tal como abrir o cerrar una garra, aplicar una
soldadura, etc). Dicho estado se expresa en
términos del marco de referencia coordenado
cartesiano (x,y.2} situado generalmente en la base
del robot.

El modelo cinematico directo consiste en hallar
un modelo matematico de las coordenadas
cartesianas (xy2) y que estas estén en funcidn
de las coordenadas articulares (9,9,95-9,). Su
obtencién es metédica {aunque laboriosa) y en
el caso de robots con escaso grado de libertad
involucra sencillas expresiones trigonométricas,
El modelo cinemadtico inverso consiste justamente
en la relacion inversa del modelo cinematico
directo: hallar una relacion matematica de las
coordenadas articulares (g,9.49,, ..., ) yque estas
estén en funcion de las coordenadas cartesianas

(X%.y,2).

Las ecuaciones dinamicas de un robot
manipulador pueden obtenerse a partir de
las ecuaciones de movimiento de Newton. El
inconveniente que presenta este metodo es gque
el analisis se complica notablemente cuando
aumenta el nimero de articulaciones del robot.
En estos casos, es conveniente emplear las
ecuaciones de movimiento de Lagrange (Kelly y
Victor, 2003).

Obtener ¢l modelo dindmico es muy importante,
debido a que los manipuladores roboticos de hoy
requieren de este modelo para poder aplicarles
diversas leyes de control, dependiendo de 1a
tarea a realizar.

DESARROLLO

El procedimiento que se debe adoptar es el
siguiente: primero considerar el estudio de la
orientacion y disposicion de cada uno de los
eslabones y lyego determinar matematicamente
el comportamiento de cada uno {en especial el
del efector final). A continuacién, se describe todo
este procedimiento.

Modelo dinamico
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El modelo dindmico del robot se desarrolla
teniendo como referencia la disposicién de los
eslabones que se muestran en la figura N°1.

Figura N°1. Vista del robot MBauEd en tres
dimensiones
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Fuente: Elaboracion propia, 2018

Figura N°2, Vista del robot MBauEd en el plano “wz”
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Fuente: Elaboracion propia, 2018
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Figura N°3. Vista del robot MBauEd en el plano“xy” y ¢ eje auxiliar “w
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Fuente: Elaboracion propia, 2018
Las figuras N°2 y N°3 muestran la disposicion de los estabones en los planos "xy" y "wz",

Por lo tanto, las coordenadas del centro de masa para el Eslabon No1 segun las figuras N°1, N°2 y N°3

son: x =0
»n=20 (1)
Zl — 21

De igual manera, los centros de masa del Eslabon Ne2 son:

x; = lcy cos(Gi) sen(f5) Q)
Y2 = lc; sen(8,) sen(6y)
7; = 71 +lc; cos(y)

De forma analoga, los centros de masa para el Eslabon Ne3 son:

x3 = b cos(8y) sen(By) + lc; cos(B,) sen(8; + 63)
¥3 =k sen(8;) sen(8) + I3 sen(8;) sen(@; + ) B)

23 =2y + b cos(8y) + leg cos(8; + 83)
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Por dltimo, para el Eslabdn Ne4 las coordenadas son:

x4 = b cos(0y) sen(8z) + 5 cos(8;) sen(d;, + 83) + lcy cos(6y) sen(f; + 63 + 64)

¥+ = b sen(6,) sen(8,) + [ sen(8,) sen(0; + 85) @
+ ey sen(8y) sen(0; + 65 + 0y

2 = 71 + b cos(y) + 15 cos(8; + 83) +lcq c05(8; + 65 +8,)

Derivando (1) se tiene la velocidad para el Eslabon Nei:

f1=0
s 5
Y1=0 )
2.1=0

De igual manera, derivando {2) para el Eslabon Ne2 se tiene:
x, = —lc; sen(6,) sen(8;) 8, +lc, cos(f,) cos(6;) 6,

¥z = lc; cos(8;) sen(8;) 6, + Ic; sen(6;) cos(6) 6, (g)
Z; = —lc; sen(6;) 6,

Derivando {3) para el Eslab6n Ne3 se tiene:
X3 = —l; sen(8)) sen(8;) 6 +14 cos(f,) cos(8y) g, — lc, sen(f;) sen(6z -
+ lc cos(8;) cos(B, + 65) (6; + 53)
¥ = b cos(8,) sen(8,) 8, + |, sen(6,) cos(8,) 6, + Lz cos(6y) sen(, + (7)
+ lgy sen{8;) cos(0; + 83) (6; + 63)
Zy = —l, sen(8) 6, — lc, sen(8, + 65) (6 + 63)
Por dltimo, derivando (4) para el Eslabdn N°4 se tiene:

%y = —l; sen(8;) sen(8;) 6, +h cos(&l) cos(f) 6 -3 sen{8,) sen(8, + ;) 6y
+ & cos(8y) cos(, + 63) (dz + 9'3) — ey sen(8,) sen(6, + 6, + 8y) 6,
+leqc05(9,)cos(9; + 6, +6,) (6, + 6 +6,)

¥s = b cos(8,y sen(8) 0, + L sen(8y) cas(f,) & -+ & cos(8) sen(82 + 6y) 6 (8}
+ Iy sen(8,) cos(8 + 83) (6; + 63) + Iy cos(8) sen(8; + 8, + 85) 6
+ lcy sen(8y) cos(8; + 65 + 6s) (6, + & + 94)

7, = —l, sen(8,) 6, — & sen(8; + By) (6; + 6) — ly sen(B, + 65 + 8,) (6, + 6 + b))

La velocidad al cuadrado de cada uno de los eslabones viene dada por la siguiente expresién:

LA e R B

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado para el Eslabén Nel se tiene:

v12=0q;f1:0;}51=0;3'1=0 (9)
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La velocidad para el Eslabon Ne2:
1% = %% +y,2 +722 = ley® sen?(8,)8,; + lc,%05; (10)
la velocidad para el Eslabon No3:

vaz = x‘gz +j32 +Z.32
— 122 senz(ﬂz) 6.12 + leIC3 sen(Bz) sen(ﬂz + 63) dl 3 + 2{2&'3 C03(83) 8'2(9-2 + 6.3) (1 1)

+ lg® sen?(0, + 63) 9.12 + lzzézz + 1632(8'-2 + ﬂ's)z

De jgual manera para el Eslabdn N°4 se tiene:
v ? =22 15,7 437
= b* sen?(8;) 6'12'*'122922 +15%0; + b3) + leg*(8, + 65 + 9-1)2
+ 215 sen(8;) sen(8, + 05) 6" + 2yly cos(8s) 06, + dy) (12)
+ 2l3lc, cos(8,) (6; + 03)(62 + 65 +6,) + 2,lc, cos(8y +6,) 6 (6, +6; +46,)
+ 1% sen?(8; + 05) 6, + 2yle, sen(8;) sen(8, + 6 + 6,y 6,
+ 2lgle, sen(B; + 03) sen(0; + 65 +8) 6,” + lc,? sen®(8, + 65 +0,) 6,

Determinacion de la energia cinética de los eslabones
La erergia cinética de cada uno de los eslabones viene dada por la siguiente expresidn:

1 1 b
kf s "Z“mﬂ.?[ 2 + 51[91

La energia cinética asociada al Eslabon Ne1:

1 :
ky=>l,6," > v2=0

2 (13)

Para el Eslabdn Ne2, la energia cinética:

1 X 1 A 1 ; 1 :
ke, :Emzlczz senz(fiz)efl2 +-2-mzic:22922 +5122912 +§.'2x922 (14)

De igual manera, la energia cinética asociada al Eslabén Ne3 se denota como:
1 N2 2 7
Iy = Emafzz sen?(82) 6,° + maiylcy sen(8,) sen(8; + 03) 6, +mgl,les cos(6;) 6,(6, + 93)

1 2 2 1 . 2 1 5 . i
+Errial.:'3zsen“(82+63) 6, +Em3£2282 +-é-m3lc32(82+ 33)2 +§133912 (15)

1 g .
+5130 (6 + 65 )

T A i
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Por dltimo, la energia cinética para el Eslabdn Ne4:
1 251 2,1 2,2 1 2 2 1 z 2
kg=_amyly “ sen?(6,) 6, +omaly d, -l--im.‘l;1 (6,+6;) tamyle, (d,+63+8,)

+ m,l3ly sen(6;) sen(8; + 6,) 6 2 ¥ malyly cos(8) 656, + 63)
+ mylsle, cas(8y) (6: +83)(02 + 6 + 6,) + myble, cos(0; +6,) 6,(6, +6; + 6y (16)
1
+ i‘ﬂl*ls ¥ Senz(ez 3 F 83) glz + ?n,'I:IC‘ sen(ﬂz) Sen(ez + 63 ar 84) 91 7
1
+ mylyley sen(@; + 6;) sen(8; + 8; + 6y) 512 + Em,lc.‘z sen®(g, + 6; + 84) 6 A

1 2861 R . AT
5 Ef b+ ‘il' (62 + 65 +46))

Por lo tanto, la energia cinética total del sistema es:

k(9,9)=k1+k2+k3+k4 (17)

Determinacion de la energia potencial de los estabones
La energia potencial de los eslabones viene dada por:

U =mgh;
Por lo tanto, la energia potencial para el Eslabon Nel sera:
Para el Eslabon Ne2 se tiene:
Uy = mygle; cos(8;) (19
De igual manera para el Eslabon N°3:
U3 = magll, cos(8y) + les cos(6; + 63)] (20)

Por dltimo, la energia potencial asociada al Eslabon Ne4 es:
Uy = magll; cos(8;) + L5 cos(8; + 93) + ley cos(B; + 65 + 6,)] (21)

La energia potencial total del sistema se describe como:

ue)=u, +u; + U
(8) 2 +Us ‘o)

Determinacion de las ecuaciones de movimiento de Lagrange
El Lagrangiano de un robot manipulador de "n" g.d.\. se determina con la diferencia entre su energia

cinética y su energia potencial:
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Reemplazando (17} y (22) en (23) se tiene el Lagrangiano del sistema:
1. ey 1 1 1 1
L (9,6‘) = -2-111-0;2 +E'ﬂ’lzl62z senz(ﬂz)dl i +'2-m2IC2 zﬂz E +5123612 +Eluﬁ‘22 +E?ﬂ312 - senz(ﬂz)ﬁ'; 2
+ malples sen(8;) sen(B; + 83) Gy, + mglylc; cos(fs) 65(8; +05)

1 1 1 2
+'—m31C3 sen (82+93)61 +— ?n3£2 Bz +- Inalcs (0 +03) +—'.|'3:U1
+L2'[3x(9-2+e‘3)2 +‘2'TTL|IZZSE“2(92)|.¢12 +-2-m-|l'226(_,_z +-2-m.|l32(92+ 63):

1 ; -

+ Em,lg (6, + 6 + 6, )2 + mylyls sen{8;) sen(@, + 83) 6, J 22

+ Mylaly cos(83) 66, + 83) + mylylc, cos(8y) (6, +03)(0, + 6, + 6,)
e i A 0
+ mylyle, cos(8; +0y) 62(6; + 6 + 8) + Ez-m.,[s % sen(6, + 03) 6 :
+ mglyle, sen(fy) sen(8, + & + 05 6, e mylslc, sen(6; + 63) sen(B, + 65 + 0y 912
1 D 1 “oi] : &

+-é-n14£(:42 Senh(ez + 63 + 64) glz +"é‘!.§!91 + ‘5‘14,'. (gz + 03 + 64) S TnzgiC2 COS(GZ)
— magl; cos(fz) — maglcs cos(0, + 05) — mygl; cos(8,) — mygly cos(l; + ;)
— myglcy cos(8; + 6 +6,)

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para un manipulador de "n" g.d.l. vienen dados por:

d(3L(8,8)\ aL(e.8) 25
E( 36 )_ ® 2

De forma equivalente para cada articulacion:

% (aL(o, 9)) _ a1L(6,6)

a6, 28,

(26)

— = 1,--,n

Siguiendo este procedimiento para el eslabon Nel se tiene:

aL(e.9)

e 11,6, + malcs sen?(8,) 6, + I 8y + maly® sen(8;) 0, + 2mylylcy sen(82) sen(8, + 65) b1
1

+ malca® sen®(6, + 83) 6, + 15,61 + malz? sen ?(6) 61 (27)

+ 2mylyly sen(8;) sen(8, + 83) 6, + mn,ls, sen®(02 + B3) b,
+ 2mybylc, sen(8;) sen(0; + 65 +05) 6 + 2n4l5lc, sen(0; + 65) sen(@, + & + 64y 0,
+ malcy® sen?(8, +6; + 84) 6, + s, 0,

ﬁ
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':fif (angi 9)) = I126; + mylcy *[2sen(8;) cos(8,) 6,6, + sen?(6,) 6] + 1,6} + 14,6}
+ gy, )[2 sen(6) cos(8y) 6,9, + sen®(6,) 63
+ 2malylesf[cos(8,) 6, sen(8, + 63) + sen(6,) cos(6, + 83) (6, +§3))d,
+ sen(8,) sen(8, + 83) 43}
+ majc3%[ 2 sen(8, + 63) cos(8; + 83) (6, + 65)6, + sen?(8, +63) ] + 15,6,
+myly[2 sen(8,) cos(8;) 8,8, + sen?(6,) 4;]
+ 2malyls{[cos(8y) b, sen(8, + 83) + sen(8,) cos(8; + 63) (6, + 63))6; (28)
+ sen(8;) sen(8; + ;) 6,
+ myls ?[2sen(8, + 63) cos(8, + 83) (6, + §3), + sen(9, + 63) 6]
+ 2myl,lcqf[cos(8,) 6, sen(8, + 85+ 64)
+ sen(8,) cos(6, + 05 + 6,) (6, +6; +6,)]8; + sen(d,) sen(6, + 65 +6,) 6]
+ 2muysleg{[cos(@, + 03) (6, + 03) sen(0, + 63 + 04)
+sen(@, + 85) cos(6, + 85+ 8,) (6, + 65 +6,)]4,
+ sen(g, + 63 sen(@, + 6 +64) 6}
+ mylc,[2sen(8, + 05 + 6,y cos(B, + 65 + 6, (6, + 65 + 6,)6,
+sen®(8, + 6; +8,) 4, |

aL(e, 6) i (29)
08,

Las derivadas del Lagrangiano para el Eslabon N°2 son:

aL(8.9 : L 3t >
6(9 ) = 'ﬂ‘llez zgz 4 !2_:9'2 + 7113121'63 COS(93) (26’2 + 93) + m3{2 262 + ??13IC3 2(92 + 93)
2
+I3,(6; +85) + maly %8, + myl; (0, + g3) + males (0, + 6 +8) (30)
+ mylyly cos(83) (26; + 05) + mylsic, cos(8,) (26, + 285 + 6,)
+ mylyley cos(03 + 85) (26, + 05 + 6,) + 14,8, + 65 +6)
.d%, (9‘_‘;89;"2) = maley 0y + 1oy Oy + malales [— sen(03) 6;(26; + 65) + cos(@3) (26, + 03)] + malz%da
2

+mgles (05 +65) + 15, (6, + 03) + myl, 205 + mti3(d; + 85) + mylc,H(05 +03+ 4,)

+ mylylaf— sen(fy) 65(26, + 03) + cos(0) (20> + 03)] (31)
g 311413154[--51:1'1(04) 4420, + 285 +6,)+ cos(04) (202 + 205 + 03))]

+ mglyle[=~sen(0y + 0,) (65 + 6,)(20, + 6 + 0,) + cos(8; + 0,) (20, +83+ 6,)]

+13(02 +85+ 0y)

_‘——-_-_
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aL(8,8)
a0,

z+malzz

= mzlczz sen(62) cos(82) 6, sen(@z2) cos(82) 912

+ malzlca[cos(62) sen(fz + 83) + sen(fz) cos(6z + 83)16, 2

+ malc3® sen(gz + 63) cos(@2 + 63) 912 + mal2? sen(82)cos(#2) 912
+ malal3[cos(62) sen(82 + 82) + sen(B2) cos(g2 + 63)]4, 3 (32)
+ mala? sen(f2 + 63) cos(@2 + 63) 6.12

+ mala2lcs[cos(82) sen(f2 + 0y + 04) + sen(82) cos(fz + 85 + 84)]912

+ mylslcy[cos(0; + 05) sen(@, + 85+ 8,) + sen(d, + 85) cos(0, +0 3+ 016, -

+ malc,? sen(6z + 6; + 64) cos(8, + 6; + 64) 9'12 + m,gle; sen(6,) + maglz sen(f>)
+ maglcs sen(6z2 + 83) + maglz sen(82) + magls sen(f2 + 83)
+ myglcy sen(8; + 65 + 6y)

Siguiendo el mismo procedimiento, las derivadas del Lagrangiano para el Eslabon Ne3 son:

aL(e,6 . T, y :
6(9, ) = '"l3[3!63. 505(93) 92 + ?Tl3ff3-(02 + 93) =} 13;(62 + 03) -+ "'4132(02 i 6‘3)
3
+ mﬂlc,‘z(gz I 63 e 9“) + m.dzla C05(03) dz + "1*13‘('4 CUS(G.!,) (20-2 + 263 i 9’4) (33]
+ m4lzlc4cos(03 o= ﬂq)gz + I#r(dz ar 8:3 + 0‘4)
d faL{e,6
&—Ir(_‘—ag‘é."—s_)) = nlatzzC3[""Sen(93) 9392 & Cﬂs(ea) é:z]‘}" m;!c;z(a.z +9‘3)+ Jsx(ﬂ.z zr 6.3)
. 3
+mgla (0 + 8a) + myle, (8, + & +0,)+ myll{—sen(03) 6.8, + cos(05) 5] (34)
+ malale ~sen(8,) 0.,(26; + 205 + 84} + cos(6y) (26, + 265 + 0,)]
+ mglylcy[~sen(8s + 64) (B + 0,)6; + cos(8; + 84 8] + I, (6, +03+ 6))
a1(8.) _ A
ST = mgl,lcy sen(f;) cos(8; + 83) 612 — malalcs sen(fs) (9'22 aF 6283)

+myley ® sen(8 + 65) cos(0; + 83) 6'12 + malyl; sen(62) cos(8z + G3) 6, :

— mylaly sen(B;) (63'22 + 929-3) ~ mylyle, sen(@; + 0,) (022 + 0,8, + 5264)

+ mals 2 sen(By + f5) cos(f, + 63) 912 + mnalyte, sen(82) cos(9z + @ + 84y 151'12 (33)
+ malalea[cos(f2 + 63) sen(8; + 03 + 0) + sen(02 + 6a) cos(02 + O3 + 04)10, i

+ mgley? sen(fz + 65 + 8,) cos(6z + 05 + 04) 5,.2 + maglcs sen{82 + 03)
+ mugls sen(02 + 63} + mygle, sen(02 + & + 04)

rnal
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Por (ltimo, las derivadas para el Eslabon Ne4

81.(0.9) C AN e s e :
e = mylc, (0, + 6; + 84) + mylslc, cos(fy) (65 +83) + myl,lc, cos(8; + 84) 6 (36)
+

+ 1 (02 + 65 +8,)

i(M) = myle, (82 + 65 +6;) + mylzlcy [ sen(8,) 6, (6 + 6;) + cos(8,) (65 + 63)]

i\ aa, 41y Lvo T3 T 06, 443(Cy 4) G4\0z T O3 4) W2 TGy 37)
+ mylaleyf~ sen(d; + 0,) (65 + 0,)62 + cos(8; + 6,) 6] + 1,67 + &5 + 6,)

A(B0) s (84) (627 + 26,8, + 6.6, +6,° + 6,8

T mylslcy sen 4)(3 20,03 + 08, + 65 +3‘4)

S "l.‘lzlr.‘ SEI'I(B:; + 9.1) (9.22 i 6-26.3 + 9-'_16-4) ¥ ?n.-lfzfc.! Sen(ﬂz) COS(BZ + 93 + 94) 612
+ nylsle, sen(8; + 8y) cos(9, + 65 + 6,) 6 3 (38)

+ myle,* sen(8, + 65 + 8, cos(B, + 8 + ,) 6 2 § mygley sen(8; + 05 +6,)

Calculo del par aplicado en las articulaciones del robot
La figura N°4 muestra los pares aplicados en cada una de las articulaciones del robot.

Figura N°4, Pares aplicados en las articulaciones del robot
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Por lo tanto, & ecuacion (25) para cada una de las articulaciones y haciendo uso de ias ecuaciones
(27), (28) y (29) parat,; las ecuaciones (30), (31) y (32) parat,; las ecuaciones (33}, (34) y {35) parat,;
las ecuaciones (36), (37) y (38) parar,; puede ser expresada en su forma resumida como:

R d (a:.(s.é)) _aL(0.8) (39)
17 de

aeh 29,

aL(e. 9)) a.(8.8) (40)
a4, 29,

98,

-
_d (BL(G é)) aL(8. 8) {41)
al

_d aL{e, e)) aL(e,6) (42)
98, a6,

Considerando las expresiones {39), (40), (41} y {42) las ecuaciones de movimiento pueden ser descritas
de a siguiente forma:

T=M(0)8 +((6,6)8 +g(8) (43)

Donde:

M(6): Matriz de inercias
(8, 8): Matriz centrifuga y de coriolis

g{8): Vector de pares gravitacionales

« Matriz de inercia: la matriz de inercia M(0) juega un papel importante, tanto en el modelado
dinamico como en el disefio de controladores para el robot, ya que se emplean algunas de sus
propiedades para el estudio de estabilidad de dichos sistemas de control de robots. La matriz de
inercia M (B) es una matriz simétrica definida positiva den x n, cuyos elementos son funciones
solamente de 9 (Kelly y Victor, 2003).

« Matriz centrifuga y de Coriolis: la importancia de las propiedades de a8 matriz centrifuga y de
Coriolis €(6,8") se hace patente en el disefio de estabilidad de los sistemas de control de robots.
La matriz centrifuga y de Coriolis €(0,8°) es una matriz den x n cuyos elementos son funciones
de 8y 0 (Kelly y Victor, 2003).

« Vector de pares gravitacionales: el vector de pares gravitacionales g(0) esta presente en robots
que no han sido disefiados desde un punto de vista mecanico con compensacion de pares de
gravedad, sin contrapesos o resortes o para robots destinados a desplazarse fuera del plano
horizontal. El vector de pares gravitacionales g(6) de n x 1 depende solo de las posiciones
articulares 6 (Kelly y Victor, 2003).

Por lo tanto, la Ecuacion (43) puede ser expresada de la siguiente manera, tomando en cuenta cada
uno de los componentes de la matriz de inercia, la matriz centrifuga y de coriolis y el vector de pares
gravitacionales:
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7y [M11(8) Miz(6) My3(0) Myy(8)1[61] [€12(6:6) 12(8.6) €:13(8.6) C14(8.0)]16:] rgu(0)3
2| _ Ma1(6) M2 (6) Ma3(8) M2, (0) |6, . |€21(6.8) C22(6.6) C22(6,0) C,4(8.6) 65| . |g2(8) (44)
3| | M3,(0) M3z (0) Ms3(8) M34(8)[1605| | Cay(8.8) C52(8.6) C33(6.6) C34(6,6) |65 |93(8)
T 1My1(8) M4z () My3(8) M3 (6)1] g, €11(6,6) Ci2(6.6) Cy(6.6) C1(6.0) +(0)

Donde los miembros de las matrices se calculan segiin las ecuaciones (39), (40), (41), (42).

Simulacion del modelo dinamico

Para realizar la simulacion del modelo matematico obtenido se empleard el programa Matlab-Simulink.
Previo a este procedimiento se debe considerar que en la Ecuacion (43) el valor de 1 representa la
salida obtenida y los valores M(8) 8; C(6,8) y g(8) son las entradas requeridas, pero para el objetivo
principal del documento se requiere que la entrada de datos sea ty las salidas sean M(8) 8; C(6, 8)
y g (8), es decir, determinar el comportamiento de los eslabones (8;8y 8) del robot frente a diversos
pares aplicados ten las articulaciones del mismo.

Realizando algunas operaciones matriciales con la Ecuacién (44) se tiene:

M1 (8)M 22(0)M23(8)M24(8) éz o 621(9 9)622(9 9)623 9 9 C24 9 9) f5"2 o g2(6)
M3:(8) M32(8) M33(8) M34(0)|| 65| | B3| [C31(6.8) C42(6.8) C33(8,8) C14(0.8)||65| |93(8)
M51(8) My2(6) My3(0) Mya(0))] g, C41(8.6) C42(8.8) C43(0.8) Can(0.6))16; 94(8).

Por o tanto, la expresién para las aceleraciones articulares, expresado en su forma matricial
corresponde a:

My1(6) M15(8) My3(8) My (816" [n lcu(" ,8) C12(0,8) C13(6.0) 014(99)H91] 91(8)

& M“(O) MIZ(D) le](g) Mu(g) I

05| | M3z,(8) M3;(0) Ma3(6) M,4(8) e (45)
05| | M31(0) M35(0) M33(60) M3, ()| |44

g, M41(0) M43 (0) My3(6) My, (0) 5

Donde:
8 =1, — Cyylly —Cy30, —Ci383 — Cybiy — g,
A3 =T = Cpufy ~ Cpol0z — Caaff3 — C2404 — G2
Ay =73 — €30, ~ Cypff, — C33fly — Ca40l4 — g3
Bs = T4 — Coply = Callz ~ Cazbs = Csa0s — G4

Se debe hacer hincapié en las ecuaciones (39), {40}, (41} y (42) que describen el torque necesario para

cada articulacion; asi como cada uno de los miembros de las matrices yvectores de las expresiones (44) |
y (45) estan descritas en su forma abreviada para el presente articulo debido al grado de complejidad |
y extension que estos presentan, pero que efectivamente se desarrollaron de forma completa
obteniendo todas y cada una de estas expresiones y que las mismas fueron utilizadas en su integridad

para la simulacién en Matlab-Simulink.
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Teniendo en cuenta esta aclaracion y que ahora cuenta con e modelo dinamico del robot de 4GDL,
se procedera a realizar las simulaciones correspondientes, el producto de simular dichas expresiones
dara como resultado los valores de posicién (6,,8,,6.,8, ), velocidad (8, 8,8, 8) y aceleracién (8,8,4,
§,)delos eslabones del robot frente a diversos torques aplicados en las articulaciones del mismo. Pero
para poder visualizar la trayectoria que sigue el extremo del robot es necesario emplear las ecuaciones
de la cinematica directa, es decir, obtener las coordenadas (x,y.z) del efector final y que estas estén en

funcion de (8,,9,,9,,6, ).
Segtin las figuras N°1, N°2 y N°3 se tiene:

bf = [Iz Sen(ez) + £3 Serl(92 % 93) b 14 Sen(ez 5 93 ar 94)] COS(G;)
y = [[; sen(8;) + L sen(8, + 65) + 1, sen(8, + 6; + 8,)] sen(8y)
z =127 + 1 cos(8;) + b cos(8; + 83) + L, cos(6; + 65 +6,)

Las propiedades fisicas de cada uno de los eslabones se muestran en la tabla N°1

Tabla N°1. Propiedades fisicas de los eslabones del robot MBaukd

Descripcion Magnitud

m, Masa del Eslabon Ne2 1,327491 [Kg)
m, Masa del Eslabon N3 0,942169 [Kg]
m, Masa del Eslabon Nea 0,361740[Kg)
L Longitud del Eslabon Nez 0,250{m]
I, Longitud del Estabdn Ne3 0,200{m]
[, Longitud del Estabén Ned 0,100{m]
lc, Centro de masa del Eslabén N32 0,118311 [m]
lc, Centro de masa del Eslabon N®3 0,093396 {m]
I, Centro de masa del Eslabén N24 0,028781 [m]
I, Momento de Inercia del Eslabén N21 0,00589801 [kg'm?]
i, Momento de Inercia del Eslabén N%2 0,01256115[kg'm’]
I,, Momento de Inercia de! Eslabén Ne2 0,01176224 [kg'm’]
I, Momento de Inercia det Eslabdn N3 001176224 [kg'm’]
[, Momento de Inercia del Eslabén N°3 0,00560616 [kg'm’]
l‘: Momento de Inercia del Esfabon Neq 0,00064435 [kg*m? |
14z Momento de Inercia det Estabon Ne4 0,00052016{kg 'm?}

Fuente: Elaboracion propia, 2018

Los datos de la tabla N°1 se obtuvieron del disefio en SolidWorks para cada uno de los eslabones, los
cuales se muestran en las figuras N°5, N°6, Ne7 y Ne8.
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Figura N°S. Eslabon Nel del robot MBauEd

T

{» T : 2

\ i | Loy o= avactn B i premor vay S (oo weth o » =5
&= ] WMot B ordamonnronin | S mindor ey WMo :ﬁp?

| i'.?.‘.'-.“"—._""."!‘,.? Lol :__-;‘! i-llln bt B het t e sl Ay Crcpnw e s BT rIgTen

bt i e
Ty et A Gl e e
st o e 30 dats iy ey

Bl A e . e T |
i i

aauSF-d- T

0

ey sy ey )
v Smrrwals

L

st - P N gt s iy !
eine - PRATI 4 Rk I
s | SITMAYE Ty |
bt e mtmtia  F LTINS Sty AT

s e it | P ]

Ko MW

¥ R AT
+ 3 g

o AT da Pl § Sl b= feluies (B PO | LT Stva t T G

il et o G -t i 1

| wrpawesn iwa e ¥ L3 !

| e b WG URTEALL, B "y = doFhAT i
1

» 7o f S HE

|
‘i L TR =
|

Fuente: Elaboracion propia, 2018

Figura N°6. Eslabdn Ne2 del robot MBauEd
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Figura N°7, Eslabon Ne3 del robot MBaukd
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Figura N°8, Eslabon Ne4 de| robot MBauEd
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El diagrama de bloques disefiado en el programa Matlab-Simulink se muestra en la figura N°g; como
se puede apreciar, se tienen dos bloques: ¢ del modelo dindmico en si y el que describe la cinematica
directa del robot. El primero tiene como entradas los valores del par aplicado en las articulaciones y
como resultado se los valores de (8, 6, 6, 8,y los cuales ingresan al blogue de la cinematica directa
para determinar las coordenadas (xy,z) del extremo del robot MBauEd.

Figura N°9. Diagrama de bloques det modelo dinamico disefiado en Matlab-Simulink
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M Golo From 5
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MODELD DINAMCO CINEMATICA DIRECTA

Fuente: Elaboracion propia, 2018

Simulacion Nel

Para la primera simulacion se tomaron valores de T =5 [N.m],t,=9 [N.m],t,=8 [N.m] y t,=10 [N.m)]
para un tiempo de simulacion de (=0.18 seg. La grafica obtenida claramente debe describir una
esfera, cuyo eje de rotacion no debe permanecer fijo debido a la inercia que generan los eslabones 2y
3 (Nuruzzaman, 2005 y Gray,s/f).

Los valores tomados para T, y T, ayudan a que la grafica deseada tome la forma de una esfera el
mayor tiempo posible antes que la inercia generada por sus eslabones desestabilice por completo
la estructura del robot. Las figuras N°10, N°11, N°12 y N°13 muestran la trayectoria del robot para las
condiciones indicadas.

Figura N°10. Trayectoria del robot MBauEd en et plano xy para:
t=5 [N.m],7,=9 [Nm],7,=8 [Nm] yt,=10 [Nm]
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Fuente: Elaboracion propia, 2018
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Figura N°11. Trayectoria del robot MBauEd en el
plano xz para:t.=5 [Nm}t,=9 [N.m],7,=8 [Nm] y
7,=10 {N.m]
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Fuente: Elaboracién propia, 2018

Figura N°13. Trayectoria del robot MBauEd en el
espacio para: T, =5 [Nm},t,=9 (Nm]t,=8 [Nm] y
1,=10 [N.m]
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Figura N°12. Trayectoria del robot MBauEd en el
plano yz para: T =5 [Nm],t,=9 [Nm}1,=8 [Nm] y
t,=10 {N.m]
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Fuente: Elaboracion propia, 2018

Simulacién N°2

Para la segunda simulacion se tomaron valores
de t,=5 [Nm]t,=9 [Nm],t,=8 [Nm] y 1,=10
[N.m] para un tiempo de simulacion de t=0.31
seg. En este caso se deduce que -a! inicio de la
simulacién- la trayectoria contintia siendo una
esfera (cuyo eje de rotacion no es fijo), pero la
estructura se ira desestabilizando por la inercia
que generan los eslabones 2 y 3 a medida que
transcurre el tiempo, formando una especie de
espiral que girard en torno a la base del robot
(cuyo eje de rotacién tampoco serd fijo). Las
figuras N°14, N°15, N°16 y N°17 muestran el
comportamiento de los eslabones con un mayor
tiempo de simulacion (Nuruzzaman, 2005 y Gray

s/f}.
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Figura N°14. Trayectoria del robot MBauEd en el Figura N°15. Trayectoria del robot MBauEd en @
plano xy para: T, =5 [Nmj,t,=8 [Nm],t,=9 [Nm] y  plano xz para: T =5 [Nmj,t,=8 [N.m]t,=9 [Nm] y
T,=10 [N.m] T,=10 [N.m]
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Figura N°17. Trayectoria del robot MBauEd en el
Figura N°16. Trayectoria del robot MBauEd en el plano para: T,=5 [Nm]t,=8 [Nm]t,=9 [Nin] y
plano yz para: T,=5 [Nan],t,=8 [N.m]t,=9 [Nan] y 7,=10 [N.m]
T,=10 [N.m]
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CONCLUSIONES
El presente documento muestra paso a paso el procedimiento que se debe seguir para obtener &l

modelo dindmico de un robot de cuatro grados de libertad, utilizando las ecuaciones de movimiento
de Lagrange.

La simulacion del modelo dinamico se logré gracias al programa Matlab-Simulink, con el cual se pudo
obtener las graficas correspondientes de la trayectoria que sigue el efector final frente a diversos pares
aplicados en las articulaciones del robot.

El modelo dindmico obtenido representa una herramienta muy importante, ya que el siguiente
paso consiste en aplicar una ley.de control a modelo matemadtico y asi poder encomendar una tarea
especifica al robot. :

Las caracteristicas fisicas de los eslabones como momentas de inercia, masas y centros de masa se
obtuvieron gracias al disefio CAD utilizando el software SolidWorks.
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